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Dalam menentukan Luas Daerah dvan Volume Benda Putar, disarakan
untuk menggambar grafiknya terlebih dulu.

Dengan menggambar grafiknya maka Daerah yang diminta akan lebih
jelas tampak.

Menentukan luas daerah dengan limit jumlah dapat diilustrasikan oleh
gambar di samping. Langkah utama yang dilakukan adalah memartisi,
mengaproksimasi, menjumlahkan, dan menghitung limitnya.
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daerah (lanjutan):
5.Tentukan luas persegi

panjang ke-i (L;) \

6.Jumlahkah luas semua L |\

persegi panjang

/

—>| Ax|<]—a

7. Hitung nilai limit jumlahnya

Luas sebuah persegi panjang: L; = f(x;) Ax

Jumlah luas persegi panjang :L ~ X f(x;) Ax

Limit jumlah : L = lim Z f(x;) Ax (n—> =)
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menggunakan cara limit jumlah.

Tentukan luas daerah yag dibatasi oleh kurva y = x2, sumbu X, dan garis x = 3 dengan

Langkah penyelesaian:

1.

Bagilah interval [0, 3] menjadi n buah
selang yang sama panjang; yaitu 3/n.
Partisi daerah tersebut menurut persegi
panjang luar.

Tentukan ukuran persegi panjang pada
interval [X;, X;.1] dan hitunglah luasnya.

X,= 0

X, =3/n

X;=(3/n) x 2 = 6/n

Jadi x; = 3i/n dan x;, ; = 3(i +1)/n

2 03 _ (3(i+1) )2 3
= q X 2 = X 2

27 ;
L= ?QH)Z

f(x) = x?
'y
\
>__xi+12
L;
) | x
0 x; X, X3 G Xi13
3/n(_

fppt.com



- e ° -
\ b B b
K. B A"‘a. )
\ oo .
b . Lo " > r
N - i P

Misalkan selang [a, b] dibagi menjadi n

Perhatikan gambar di bawah ini! bagian (lebar tidak harus sama) dengan

lebar selang ke-i adalah AXx; = X; - X;_.

AY
= Pada selang [Xx;.¢, X;] diambil titik sampel
X, maka jumlah Riemann dituliskan
sebagai :
0! a b X) n
S 2 f(xy) Axy
‘ k=1
— AX; le—

b
Selanjutnya didefinisikan bahwa: | f(x)dx = lim £ f(xg) Axy
a n — o k:1

b
Bentuk | f(x) dxdisebut dengan integral tertentu (Integral Riemann)
a
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deoremaibasargkalkuluss

Misalkan f adalah fungsi yang kontinyu pada selang [a, b] dan
misalkan F adalah anti turunan dari f pada selang tersebut, maka

berlaku : 'ff(x) dx = F(b) — F(a)

kUntuk meringkas penulisan, F(b) - F(a) dinotasikan sebagai [F(X)]g /

2
Hitunglah nilai dari | (6x2 — 4x )dx
~1

2
6x2 — 4x )dx = ~2x?
I ( Yax = [26-2F,
= 2(2)3- 2(2)2- [2(-1)3- 2(-1)?]

=16-8+2-2=8
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Secara geometri definisi integral Riemaan di atas dapat diartikan séégai-&

luas daerah di bawah kurva y = f(x) pada interval [a, b].
i \ ~—

Jumlah Luas Partisi ~ Berubah Menjadi Integral
¥ 1y £(x)
fx) A
7471 Tentukan limitnya
/ n — oo
. b
[ f(x)dx
a
X
0 a b

- Um Y f(xi)Ax;

n—oi=1
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daerah dengan integral tentu adalah:
1. Gambar daerahnya.

2. Partisi daerahnya
3. Aproksimasi luas sebuah partisi

L~ f(X;) AX;

4, Jumlahkan luas partisi

/

|
/

S

. ‘.\.“.
A
y

|

o

SSR

>

<.' o

Kegiatan—pakuk—daranrm@ngmumuas—g—'(_—fn%rm =

- f(x;)

L~ X f(X;) AX;
5. Ambil limitnya L = lim X f(X;) AXx;

6. Nyatakan dalam integral L = |f(x)dx

o —9Q

A 4
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Contoh 3.

Hitunglah luas daerah tertutup yang dibatasi kurva y = x2, sumbu x, dan garis x =

Langkah penyelesaian :
. Gambarlah daerahnya
Partisi daerahnya
. Aproksimasi luasnya L; X2 Ax;
Jumlahkan luasnya L = X X2 AX;
. Ambil limit jumlah luasnya
L = lim X x;2 Ax;
6. Nyatakan dalam integral dan
hitung nilainya L = ’}’x dx

-8 -2

f(x) = x?
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Contoh 4.
Hitunglah luas daerah tertutup yang dibatasi kurva y = 4x - x2, sumbu X,
dan garis x = 5

Langkah penyelesaian:

1.
2.

. Nyatakan dalam integral

Gambar dan Partisi daerahnya
Aproksimasi : L; ~ (4X; - X;2)AX; dan
Aj = '(4Xj - XJ'Z)AXj

vy X

Jumlahkan : L =2 (4x; - X;2)AX; dan "TaA

~ Z '(4Xj = ij)AXj
Ambil limitnya L = lim X (4x; - X;2)AX;
dan A - lim Z '(4Xj 'XjZ)AXj

4 2 2
L=j(4x -x%)dx A= [—(4x—-x")dx
0

A'—.U'I

f(x) = 4x — x?

\
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3 3
f(x)=4x—x2\
A=61_18

Luasdaerah= 32 — 6?4 + 63—1—1 8

Luas daerah =13
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Fungsi linear: y=mx +c
Cari titik potong pada sumbu x dan y.

Fungsi kuadrat: y =ax? + bx + ¢
Carli titik potong pada sumbu x dan y
Cari sumbu simetri: X, =—b/2a

Fungsi kubik:
Turunan pertama =0
Cek tanda + — + —
Sketsa grafiknya
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Fungsilinear: y=mx +c

Cari titik potong pd sb. x & y

Contoh:
gambarkan y = 8 — 2x

Buat hubungan x & y :

y=8-2x

fppt.com



Fungsi kuadrat: y = ax? + bx

- Cari titik potong pd sumbu x ‘ ’
- Cari sumbu simetri: x,=-b/2a ¥

Contoh:
Gambarkan y = x2—2x—8

X y

0 -3
—2 0

4 0

Sb. simetri: x,=—(-2)/2.1=1
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Menentukan fungsi dari grafik

Fungsi linear/garis lurus:

a) Jika diketahui titik potong dgn sumbu
“angka di sb. x kali dgn y dan angka di sb. y kali dgn x”

b) Diketahui 2 titik sembarang
Cari gradien: m = Ay / Ax
Pakai rumus: y—-y, =m(x—-X,) atau y =mx +c

Fungsi kuadrat: y =ax?+bx +c¢

a) Diketahui Puncak dan 1 titik sembarang
Pakai: y—yp=a (X —Xp)? dan cari nilai “a”

b) Diketahui titik potong dgn sumbu x (x4, 0), (X,, 0) dan 1 titik lain
Pakai: y =a (X —x;) (x=X,) dan cari nilai “a”

c) Diketahui 3 titik sembarang
Pakai: y = ax?+ bx + ¢ dgn eliminasi 3 var, cari nilai “a, b, ¢”
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B(-2, 10)

A(L, 5)

A4, -5)

A4, -5)

P@3, 9)
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P(-2, -5)

A(-1,0)

C(-1,-8)

B(5, 0)

B(0,2)

A(4, 6)

(8, -6)
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Luas Daerah
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y =f(x)

y = f(x)
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LUAS DAERAH ANTARA DUAKURVA

Perhatikan kurva'y = f(x) dan y = g(x) dengan f(x) > g(X) padak‘Selag
[a, b] di bawah ini. Dengan menggunakan cara : partisi, aproksimasi,
jumlahkan, ambil limitnya, integralkan, maka dapat ditentukan luas
daerah antara dua kurva tersebut.

Langkah penyelesaian:
1. Partisi daerahnya AX

. Y el =t
2. Aproksimasi: L~ [ f(x) - g(x) ] Ax
4. Jumlahkan : L= X[ f(x) - g(x) ] Ax
5

/A N
 ——
A\
=
&
X
X

. Ambil limitnya : 0 a ] b
: NV Y
L =lim 2[ f(x) - g(x) ] Ax S RURN
| y=3()

6. Nyatakan dalam integral tertentu

L= {[7(0 - g]ax
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Hitunglah luas daerah tertutup yang dibatasi kurvay = x2dan garisy = 2 - x

Langkah penyelesaian:

1. Gambar daerahnya

2. Tentukan titik potong kedua kurva
xX2=2-X—>X2+x-2=0->(x+2)(x-1)=0
diperolehx = -2 danx =1

3. Partisi daerahnya
4. Aproksimasi luasnya

L~ (2 - X -Xx2)AX
3. Jumlahkan luasnya
L~ (2 - x -x2)Ax

4. Tentukan limit jumlah luasnya
L =lim X (2 - x - X2)AX
6. Nyatakan dalam integral tertentu

1
L= [(2-x-x2)dx
)
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Jika daerah tersebut dipartisi secara horisontal, maka akan diperoleh satu

bentuk integral yang menyatakan luas daerah tersebut. Sehingga

penyelesaiannya menjadi lebih sederhana dari sebelumnya. -~

y=gx) =x=g()
1y ~f9 =x=f(y)

d

Luas daerah = [ (g(v) - f(y))dy



Untuk kasus tertentu pemartisia secara vertikal menyebébkn ad?:‘,.
dua bentuk integral. Akibatnya diperlukan yyakty\ lebih lama untuk

menghitungnya.

Luas daerah = j 2f(x)dx+ I(f — g(x))dx
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Langkah penyelesaian:
1. Gambar daerahnya A

2. Tentukan titik potong kedua kurva .
y2=6-y—>y2+y-6=0->(y+3)(y-2)=0
diperolehy =-3 dany =2

3. Partisi daerahnya 6-y)—y?

4. Aproksimasi luasnya x =y?2

Li= (6 -y -y?)Ay
3. Jumlahkan luasnya
L~2 (6-y-y2)Ay

—><<— N
\\
/.

5. Tentukan limitnya \6\ X
L =1limX(6-y-Yy?)Ay 0 X=6-y

6. Nyatakan dalam integral tertentu

2
Luas daerah = | (6— y —y? )dy
0
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Luas daerah = |

0
2
[ 3 ]
Luas daerah =l 6y - L _ Y |
| 2 3
L 1Jo
3)
Luasdaerah=(6(2)— %_— 23_||—0
\ )

Luas daerah = (1 2 — 1 - %_)

Luas daerah = 23—5

Ly

&
6-y)-
X=Vy z

2 \/
) _— L .
y / \T
I N6 X

lo >

X=6-y
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Cari titik potong garis & parabola

X2+ 2x+8

Titik potonqg garis & sumbu X

2x—-1=0 —» x=0,5

Lg = J. (—X2+2X+8)dX

Titik poto3nq parabola & sumbu X
X% +2x+8=0

X2_2x-8=0 > 4 v =2

3 4 —_ 2
x* ] 8 y=-X +2x+8
3

Luas fofal "= %T5 + § 107

3 12
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d x)=—x + 2

Titik potonq garis & parabola:

T T TR TR w
4

—-X+2 = —'x2+2x—6
—%X2—3X+8:0 —> x°+6x-16 =0

x-2)(x+8)=0 > x=2 Vv -8

2
Luas = j (—%Xz —3x+8j ax

Luas =

—0,5x2-3x+8=0 — D=(-3)2-4(-0,5)8=25 Luas=

DD
6a°

3 2 2
= A 65 +8x
6 2

12
y= =X +2x-6
2% 6416 - (@—96—64j:@
3 3
2525 250

6x052
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f(a)+f(b) ,
5 b-a)

Buktikan-luas-arsiran=
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Luas arsiran
= trapes besar — trapes kecil
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Pers.garisl: y=7-X
Pers. garis 2. y =6 — 0,5x

saat x=2 - y; =5 & y,=5
saat x=6 —> y; =1 & y,=3

NENEISIER

= trapes besar — trapes kecil
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Pers. garis V= 2X +2
Pers. parabola : y=2x% -2

Atas kurang Bawah:
2X+2—-(2x4-2)=0
2X + 4 —-2x2=0 \

DJD _ 36436 _ 36x6 _ 4

Luas arsiran = 5 = 5 = —
6a 64 —2) 6x4

Diskriminan: D=22-4 .(-2) .4 =36
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T\ﬂ B

R Pers. garis L y=2X+ 2

Pers. parabola : y=2x%2-2
N e ™, LW

luasA=05.2.4=4

Luas trapesium BC:
=05(4+6)x1=5

2 3
Luas C = J(2x2—2)dx - 2%—2)(]
1

=E_4_(E_2 _8
3 3 3

Luas arsiran=4+5-8/3=19/3
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Pers. garis . y=-15x+6

5 Pers. parabola : y =3 —x?2

Atas — bawah :
—15x+6—-(3—-x%) = x2=1,5x+ 3

2
Luas arsiran = j
0
8
3
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Pers. garis: y=-2X+6
S S S SRR |

g o
J.(X+2)2 dng (x +2)°
_2 5
2 16
=—(8-0)=—
3( ) 3

Lg=05.1.2=1

L =16/3+1=19/3

arsir
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Pers. garis:

2

:7_§—Z+8 —(}4%—?—8} = %

W | O

4 3
Lg = J‘{X—Z - EXT_XZ—FZH ax =
2

L, iy = 32/3 +5/3 =37/3

arsir
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Grafik diputar menjadi —
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Parabola: x2=y + 3

Garis : y=x+3

DD 25425 125

Luas arsiran = = =
6a°  6x -1 6

Atas — bawah :

X+3-(x2-3)= —x2+x+6

D=12-4.(-1).6 = 25
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